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Abstract・TherelationsbetweenGaloisgroupsofcentralextensionsandthoseof
everywherelocallyabeliancentralextensionsarestudied
Introduction
LetＭ/Ｋ/kbeatowerofGaloisextensionsofalgebraicnumberfieldsoffinitedegree
DenotebyMothemaximalabelianextensionoverkcontainedinMLetＫ*＝ＫＭＯ,which
iscalledthegenusfieldforM/Ｋ/kWecallLacentralextensionofK/kinMwhenLis
GaloisextensionoverkcontainedinMandGal(L/Ｋ)iｓｃｏntainedinthecenterofGal(L／
Ｋ)．WecallLanEL-abeliancentralextensionofK/kinMwhenLisacentralextension
ofＫ/ｋｉｎＭａｎｄｅａｃｈｌｏｃａｌｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎｏｆＬｉｓｃｏｎｔａｉｎｅｄｉｎｔｈｅｃｏｍｐｏｓｉｔｅｏｆｔｈｅｌocal
completionofKandanabelianextensionofthecorrespondinglocaｌｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎｏｆｋ、
夕べ ～DenotebyKresp・ＫｏｒｂｙＫＭｒｅｓｐ・KMthemaximalcentralextensionresp・ｔｈｅＰ、
maximalEL-abeliancentralextensｉｏｎｏｆＫ/ｋｉｎＭ、Thereareseveralpapers1)concerning
withGaloisgroupsofKorKoverkandoverK*．HowevertherelationsbetweenGaloｉｓ
ｌ、 ～groupsofKandKarenotwrittenexplicitly2)．Ｓｏｗｅｓｈａｌｌｔｒｅａｔｉｔｉｎｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｐａper
(Theorem6Lwhichisratherexpository・Especiallythefirsthalfpartiswell-known,ｂｕｔ
ｗｅｒｅｐｅａｔｉｔｗｉｔｈｓｏｍｅｃｈａｎｇｅｓｏｆarrangementforthesakeofconvenience
1．Throughoutthispaper,ｗｅｕｓｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｎｏｔａｔｉｏｎｆｏｒａｎalgebraicnumberfieldF
andGaloisextensionL/F、
MaximalabelianextensionofF
MaximalGaloisextensionwhichisexerywherelocallyabelian
LocalcompletｉｏｎｏｆＦａｔａｐｒｉｍｅｐ
ｂ
ｌ
ａ
ｅ
ｐ
百エ右冨エロエ
l）Seeforinstancethereferenceattheendofthispaper、
2）ＣｆＨｅｉｄｅｒ［５］，whichpartlyconcernswiththerelation
９
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JF IdelegroupofF
FxMultiplicatｉｖｅｇｒｏｕｐ。ｆｎｏｎ－ｚｅｒｏｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆＦ,whichcoincideswiththe
groupofprincipalidelesofF
CF＝JF/F×ＩｄｅｌｅｃｌａｓｓｐｒｏｕｐｏｆＦ
Ｇ(L/F）ＧａｌｏｉｓｇｒｏｕｐｏｆＬ/Ｆ
ＤF KernelofthenormresiduemapJF→Ｇ(Fab/F）
ＮＵＦ ＮｏｒｍｍａｐｏｆＬｔｏＦ
Ｈ(L/F)＝ＦｘＮＬ/ＦＪＬＫｅｍｅｌｏｆｔｈｅｎｏｒｍｒｅｓｉｄｕｅｍａＰＪＦ→Ｇ(ＬｎＦａb/F)，ｔｈａｔｉｓｔｈｅｉｄｅ'e
groUpCorreSpondingtOLbyClaSSfieldtheOry
C(L/F)＝Ｈ(L/F)/F×IdeleclassgroupofFcorrespondinｇｔｏＬｂｙｃｌａｓｓｆｉｅｌｄｔｈｅｏｒｙ
２．Ｍ/K/k,Ｋ*,RandKbeingasinlntroduction,weaddthefollowingnotation
ｋ
ｋ
ｋ
呪泄‐栂‐躯
一一一一一一
。
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Ｊ
７
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Ｊ
GroupofidelesaofJ八suchthatNKlkzz＝l
Groupgeneratedbyallidelesalぴ,wherecze/ｋａｎｄぴＳｃ(Ｋ/ん）
Groupofidelesaof人suchthatM/ＡａｅＡ?×
ＬｅｔｐｂｅａｐｒｉｍｅｏｆｋａｎｄＰａｐｒｉｍｅｏｆＫｌｙingoverp
WestartourdiscussionfrｏｍｔｈｅｃａｓｅＭ＝Kab．
PRoPosITIoNLLe/Ｍ＝Kab．Ｔ肋〃
(1)Ｈ(K縦/K)=JlliDK=NkI(nＪ
二日(2)Ｈ(K/K)=J;Dパ
(3)Ｈ(Ｒ/Ｋ)＝JｋＤＫ
ＢＤｑ/、(1)ａｎｄ(2)followimmediatelyfromclassfieldtheory・ＷｅｈａｖｅａｌｓｏＨ(ke1Kn
Kab/K)=nNk,１k,１１)･ＤＫ、P
PutGp=G(Kp/k・）ThensinceH-1(G,JK)≦二Ｈ－[(GpL),wehaveJk=J;ⅡＮＲＩ北｡(1)pP
Hence31H(Ｍ)=H(ke1KnKab/K)Ｈ(K/K)=nNk,罪｡(1)･ＤＫ･』;･Ｄｋ=JR･ＤＫ・Ｐ
ＦｏｒａｇｅｎｅｒａｌｃａｓｅｏｆＭ,ｒｅｐｌａｃｉｎｇＤＫｂｙＨ(Ｍ/Ｋ)＝Ｋ×ＮＭﾉKJM,wehavethefollowing
PROPOSITION2
(1'）Ｈ(KIii/K)=ＪｉｉＨ(Ｍ/K）
(2'）Ｈ(KM/K)=JfH(M/K）
3）ＣｆＭａｓｕｄａ［８］andMiyake［９］
α〃/、ノＥｒ/e"sjo"ｓ 11
(3'）Ｈ(KM/Ｋ)＝ＪＲＨ(Ｍ/Ｋ）
3．Acommutativediagram
００
↓↓
ｊＭ
Ｈ(Ｍ/Ｋ）→Ｃ(Ｍ/Ｋ）→０
O
↓
ｉＭ
Ｏ→Ｋｘ→
↓↓江↓ｌ
ｊ
ＪＫＫｘ→→ＣＫ
↓↓↓ｐ
Ｏ→ＪＫ/Ｈ(Ｍ/Ｋ）→ＪＫ/Ｈ(Ｍ/Ｋ）
↓↓
００
→０0→
→０
impliesthefollowingcommutativediagram（#）oflongexactsequencesofcohomology
groups,whereＨ‘(Ａ)standsforHd(Ｇ(Ｋ/k),Ａ)．
↓
…→HⅢiLHl(H(MIKⅡi4-H1(HIM/K)川竺HⅢ一H1H(M/K)'一・何
(#）↓）c圏 ↓入‘
●十・
…→H-』(K×)ムＨ－｣(JK）ＬＨ－１(CK）ニミ→Ｈ･(K×)－→Ｈ･(JK）－→…
↓が
Ｈ－ｌ０Ｋ/Ｈ(Ｍ/Ｋ)）
↓が
Ｈ･(Ｈ(Ｍ/Ｋ)/Ｋ×）
↓
4．LetUbeafinitegroupandのｂｅａｎｏｒｍａｌｓｕｂｇｒｏｕｐｏｆＵＬｅｔＡｂｅａ⑧-moduleand
MibeanendomorphismofAdefinedbyNba＝三ぴａＰｕｔＯ心(A)＝KerNbandletNpbethehomomorphismofH-』(⑥,A)toH-1(ＯＷＮ承)inducedfromMDenoteb山the
augmentationidealofthegroupｒｉｎｇＺ⑥．
PRoPosITIoN3（[3,Proposition6])．ｊＶＭｚﾉﾉo〃6Ｂｉ）Zgczsa60z）e,zuc〃zﾉe伽axzzcjse9"c"Cｅ
～
Ｎ､ｌｂ
Ｈ－１(⑤,Ａ)→H-1(⑰,Ａ)－→Ｈ－１(⑥/の，ＭＡ)－→０
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PRoPosITIoN4)４．ルノＭ/Ｋ/ｋ６ｅａｍｚ(ﾉcγｑ/・Ｑｚわｉｓ“〃s伽z(ﾉﾉ肋Gzzんｉｓｇｍ⑪⑥＝Ｇ(Ｍ／
k)ルーＧ(Ｍ/Ｋ)α〃Ｇ＝Ｇ(Ｋ/k)．Ｔ〃〃
肥ＮＭ'KH-l(⑥,ＣＭ)＝DefG-GH-1(⑥,ＣＭ)，
z(ﾉﾉbe'ＷＬ二だ(ﾉﾋ!/i『"ccノノ〃肋eGxzzc/Ｗ"c"Ｃｅ(#）ｊ〃Sbc加〃３．
月、/・BydefinitionofDefG-G,wehave
Defd-GH-l(⑧,ＣＭ)=Ｄｅｆｉｊ１－Ｇ(OMCM)/IoiCM)＝
ＭＯ(ji(CM)/I(MbCM＝OOMb(ＮｂCM)/IXW6CM＝ｒＮｆｉＨ－ｌ(⑥,ＣＭ）
5．NowwecanprovethefollowingtheorembyProposition2andtheexactsequence(#）
ofcohomologygroups．
THEoREM5・Ｌｅ/Ｍ/Ｋ/ｋ６ｃａｍｚｕｅγｑ／Ｑｚ肱“伽sわ"ｓｑ／β"/陀火g"czu肋CCZ伽
9ｍ〃ｓ⑥＝Ｇ(Ｍ/k)α〃Ｇ＝Ｇ(Ｋ/k)．ゴル〃zueﾉbczzﾉｅ
(4)Ｇ(RM/Kili）二Ｈ-1(ＧＣＫ)/Ⅲ-1(G,Ｃ(M/K)）
=Ｈ-1(Ｇ,ＣＫ)/DefQi-cH~'(⑥,ＣＭ）
=Ｈ-3(Ｇ,Ｚ)/Defoi-GH~3(⑥,Ｚ）
(5)Ｇ(kM/Kn）=(k×ｎＮＭＪＫ)/NK小Ｋ×・(ｋｘｎＮＭ'kJM）
＝がＨ-1(Ｇ,ＣＫ)/ＪｉｗＨ－１(Ｇ,Ｃ(Ｍ/Ｋ)）
＝Ｊ`Ｈ-1(ＧＣＫ)/J廟Def⑥‐GH-1(⑥,ＣＭ）
二．鷺Ｈ-3(Ｇ,Ｚ)/がDefG-cH-3(Qj,Ｚ）
(6)Ｇ(KM/RM） Jk/J;(ＪｋｎＨ(M/K)）
Ｈ-1(Ｇ,ＪＫ)/ｒＨ－１(Ｇ,Ｈ(Ｍ/Ｋ)）
Pmcl／Cl／(4)．Theexactsequence(#)impliesH-1(G,ＣＫ)/ﾉMH-1(G,Ｃ(Ｍ/K))二Ｉｍｐ層＝
H(ＫＩＩ/K).Ｈ(Ｍ/K)/H(Ｍ/K）ＫｅｒＪｗ＝ 幻■H(Kiii/K)/H(KM/K） G(KM/KNI）Ｊ;.Ｈ(M/K)/H(M/K）￣…M'一"二…'wﾕﾉｰいw'ＬＷル
Ontheotherhand,itfollowsfromProposition3andProposition4that
H-1(Ｇ,ＣＫ)/〃Ｈ-1(Ｇ，Ｃ(Ｍ/Ｋ))＝
Ｈ-1(G,ＣＫ)/几pNM/KH-1(G,ＣＭ)＝Ｈ~'(G,ＣＫ)/DefG-cH-1(G,ＣＭ）
4）ＣｆＳｈｉｒａｉ［15］ａｎｄＫｕｚ，ｍｉｎ［７，pll52～］
Cb"/ｍｆＥｒ/Wzsio"ｓ １３
Ｐ'、/q/(5)WehaveH(Kii/K)＝｛aeJK;ＮＫ,kaeH(M/k)＝kxNM化ｈ)bytranslation
theoremofclassfieldtheory・HenceProposition2impnes
Ｇ(猛卿/Ｋｉｌｌ）二Ｈ(Kii/K)/JkH(M/K）
二ＮK,kH(Kill/K)/NK1kH(M/K）
＝（kxNIwkJMnNK'kJK)/ＮＫ'ｋＫ×・NIwkJM
三（ｋｘｎＮＫ/kJK)/((kxnNKlkJK)ｎＮＫ'ｋＫｘ・ＮＭ'kJM）
＝（ｋｘｎＮＫﾉkJK)/ＮＫ/ｋＫｘ・(ｋｘｎＮＭ/kJM)．
ItiswellknownthatkxnNKlkJK/ＮｗｋＫｘ＝Ｋｅｒｉ#＝Ｉｍ６#,ａｎｄａｌｓｏ(kxnNMlkJM)・Ｎｘ'kKx／
NMKx＝(kxnNKlk(K×・NMlKJM))/NMK×=KeriA=ImJA=1ｍ(dいり．
P）、／ｑ／(6)．ByProposition2,(2')ａｎｄ(3'),ｗｅｈａｖｅ
JR・Ｋｘ・ＮＭ'K川/J;･Ｋｘ・NMKJM
Jk/Jkn(JfK×・ＮＭ１Ｋ几）
JR/J;(JknK×・NMlKJM）
(Ｍ;)/(J;･(JknH(M/K))/J;）
Ｈ-1(ＧＪＫｗ#Ｈ-1(Ｇ,Ｈ(Ｍ/Ｋ))．
G(KM/KM）
励加α戒．（ｉ）Ｔｈｅｆｏｒｍｕｌａ（４）ofTheorem5isobtained5)immediately,ifweuse
Hochschild-Serreexactsequence．
（ii）IfMissufficientlylarge,wehave6)Ｄ`_cH-3(⑥,Ｚ)＝0.HenceTheorem5implies
G(RM/Kii)=H-3(G,Ｚ)and7)Ｇ(ＫＭ/KIii)二JⅢ-3(G,Z)三(ｋｘｎＮＫ化JK)/NK,kKx,whichiscalled
numberknot．
THEoREM6・WMczzﾉｃ伽/Ｍ０ｚ(ﾉﾉﾌZgGxzzctse9"e"cc．
Ｇ(KM/Kill）
１１１
６#Ｈ-1(ＧＣＫ）
G(KM/Km）
Ｉｌｌ
Ｈ－１(Ｇ,ＣＫ）
－－．０G(ＲＭ/ＲＭ）
ＩｌＩ
Ｈ－ｌ(G,ＪＫ）
０－→ －－＞－→
＊→６’＊→・１Ｊ’ →００－→ JWH-1(Ｇ,Ｃ(Ｍ/Ｋ)）
｜Ⅱ
入徽H-l(Ｇ,Ｃ(Ｍ/Ｋ)）
１１１
兀懲H-1(Ｇ,Ｈ(Ｍ/Ｋ)）
SeeHeider［４，６２］
SeeHeider［４，９４］，Miyake［９］andYamashita［16］
SeeMasuda［８，Theorem8］andHeider［５，Ｓａｔｚ７］
５）
６）
７）
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Ｈ-1(Ｇ,ＣＫ） J#Ｈ－１(ＧＣＫ）
Dem-GH~'(Qj,ＣＭ）
Ｉ１１
Ｈ－３(Ｇ,Ｚ）
DefQj-GJ#Ｈ~'(⑥,ＣＭ）
ＩⅡ
。#Ｈ-3(G,Ｚ）
Def．‐GH-3(⑥,Ｚ）Defbl-G6#Ｈ-3(⑥,Ｚ）
z(ﾉﾉbe”j蝋α〃Ｊ＊α”ｉ"〃CCC】ＭＤ腕j#α"‘ＪＭｓａｓｉ〃cﾉﾉtZgm”(#)伽３．
Ｐｍｑ/・ThetheoremfollowsimmediatelyfromTheorem5andthefollowingequal‐
ities
j#H-1(G,JK)n〃H-1(G,Ｃ(M/K))=KerJmImﾉＭ＝ﾉM(KerJA)=ﾉMjiH-1(G,Ｈ(M/K)）
=j妙H-1(G,Ｈ(M/K))andKerj#=Imil＝1m(だ#oiA)ｑ#H-1(ＧＨ(M/K)）
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